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» Ejemplo: particulas con distribucién kappa de velocidades

» Conclusiones
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La distribucion kappa

La distribucion kappa para la velocidad v de una particula es de la forma

—(x+1)
1 1 |o)?
P(v|x, o) = 1+ — , K>
b om) = 5 6 om) x—3 %

N W

4 2 0 2 4
v

Es tal que se reduce a la distribucién de Maxwell-Boltzmann cuando « — oo.
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¢,Cual es el origen de las distribuciones no canénicas?

P(v|k,vy) =

L PR S o £ M
1(x, Vth) K Z1(B)

Existen diversas propuestas que apuntan a recuperar distribuciones no
canonicas. Entre ellas, se encuentran

» Maximizacién de un funcional de entropia generalizado (por ej. Tsallis)
» Mecanismos de deformacion de las distribuciones (por ej. Kaniadakis)

» Superestadistica

La superestadistica s6lo modifica ligeramente la mecanica
estadistica estandar, siendo completamente compatible con
la teoria de la probabilidad (Bayesiana).
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Superestadistica (C. Beck, E. G. D. Cohen, 2003)

En superestadistica, la temperatura inversa g := 1/ (kgT) pasa de una
constante a una cantidad aleatoria con densidad de probabilidad conjunta

P, BI) = P(TIB,AIP(EIN) = P(BI) [p(z‘(ﬁ?m)] W
La probabilidad de observar un microestado I' se obtiene integrando S,

exp (— pH(T))
Z(p) '

Los modelos superestadisticos son superposiciones de modelos canonicos a
diferentes valores de 3, con el modelo canonico un caso particular donde

P(TIA) = [ dpP(pIA) @

exp (— BoH(T))
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Ejemplo: recuperando la distribucién de Tsallis

Supongamos una distribucion gamma de temperaturas inversas,

1 B\ ( B\
P(B|A) = mexp (Ll&S) (%) = P(Bl|u, Bs) (3)

donde
) 2
,Bs=</3>u5 , “:% y [u:o — canénico]
/PSs <ﬁ>u,ﬁs

En un sistema con capacidad calérica microcanoénica constante, es decir,
E = akgT(E), tenemos

QE)=QE" — Z(B)= /Ooo dE Q(E) exp(—BE) = Qol'(a + 1)/3*(““)

y podemos reemplazar Z(p), obteniendo

—1(a+1)
. oo (- 1+ ups H(T)
P(T|A) :/0 dB P(BIN) P (Z(g;—[(r)) - ( SZu(ﬁS>)
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Conexion entre u y los indices x y g

Recordemos la varianza relativa de B,

(0B, 50
(B)s e

u =

De ésta se obtiene un indice entrépico g igual a

u

= - >
= ey 2 @

que corresponde a un indice espectral x dado por
1
K = a =+ «. (5)

Es claro aqui que varianza nula de  corresponde a g = 1y por tanto a x = .
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Temperatura en estados estacionarios

Los modelos superestadisticos pertenecen a la familia mas grande de
estados estacionarios, donde

P(T|X) = p(H(T); A), (6)
con p la funcion de ensemble.
En superestadistica, p es la transformada de Laplace de una nueva funcion f,

o(E;A) = /Owdﬁf(ﬁ;k) exp(—BE),  f(BiA) = Pg(ag) )

Un estado estacionario general posee una temperatura inversa fundamental,

‘ Br(E; X) := —%lnp(E;/\)

Notemos que Br(E; A) es una constante si y sélo si el modelo es candnico:

plEipo) = STL L) s S inp(Esp) = fo
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Temperatura en las distribuciones de Tsallis

A partir de la distribucion de microestados

P(T|u, Bs) = ;(Huﬁ H(r))f%(““) (8)
obtenemos la temperatura inversa fundamental como
14+u(ae+1
Br(Eiu,ps) = ps- et _ ___Fo ©

1+Mﬁ5E N 1+(q—1),50E
con By = Bs(1+u(a+1)). El valor esperado de B esta dado por

(Br ) ps = 2(155) [T 1+ upsPT) ~E D B (34(T);, s) = . (10)

que es precisamente la temperatura inversa media segin P(B|S) !

Esto puede demostrarse en general, para cualquier modelo superestadistico:

[ (B =) |
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Temperatura en superestadistica

Recordemos la funcidon de ensemble de la superestadistica,

P(BIN)
Z(p)

Luego de algunos calculos, puede mostrarse que la distribucién condicional

P(B,TIA) _ f(BiA) exp (— BH(T))

p(EN) = [ dBF(BN exp(—BE),  F(BIN) = (1)

PBILA) = BN = oA (12)
tiene valor medio dado por
(B)r.a = BE(H(T);N), (13)
y varianza
((6B)*)px = —BF (H(I);N). (14)

La igualdad en (13) sugiere una conexién cercana entre By Br(H; ),
siendo esta Ultima un observable en el espacio de fase.
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Un teorema de imposibilidad en la superestadistica

La igualdad [ <[3>” = Br(H(T); N\) } sugiere fuertemente que § podria

ser intercambiable con Br(#H; A). Sin embargo, existe el siguiente teorema.

Teorema: S. Davis, G. Gutiérrez, Physica A 505, 864-870 (2018)

No existe un observable B(T) tal que

(G(B))rx =G(B(I)) (15)

para cualquier funcién G si el modelo A no es candnico.

Por el contrario, en el modelo candnico (15) es cierta trivialmente, ya que
(G(B)) 5, = G(Po) (16)

para cualquier funcién G, asi que B(T') = By es la funcién constante.
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Una demostraciéon simplificada

Recordemos que
(B)rx = BE(H(T);A), (17a)
((6B)*)p.x = —BF' (H(T); ). (17b)
Supongamos que B(T) existe tal que <G(,B)>m = G(B(T)) para toda G(s).
Usando G(B) = é(B — Bo) vemos claramente que
P(B = BolT, ) = 5(Bo — B(T))
asi que de (17a) y (17b) se sigue que

(BO=pr(H@:N) ) v BTN =0 |

respectivamente. Luego Br(#(T'); A) es constante y el modelo es canénico.

[ En una superestadistica no canénica, no hay B(I') intercambiable con 8. ]
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Consecuencias del teorema

Ya que
((6B)*)p 5 = —BF (H(T); X) > 0 (18)
con igualdad sélo en el modelo canénico, tenemos que

[ (6B #0 |

para cualquier otro modelo superestadistico.

Existe una incerteza intrinseca sobre el valor de B, la cual no
desaparece aun cuando incluimos conocimiento perfecto de .

En distribuciones de Tsallis con g4 > 1, tenemos

((6B)) 1,05, = (Bs)* (9= 1) > 0.
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Informacion contenida en el microestado acerca de

Si definimos la informacién mutua entre gy T como

dicha informacién puede reescribirse como

D) = /0oo d,B/dl"P(l‘,ﬁp\) In {W}

=~ e farre | Fes] = (- 5] >A‘

Notemos que D es distinto al valor esperado de la entropia relativa

s ([ FER]) - e[ o

(19)

ya que

(Se(p - >\)>A - /Ooo dﬁ/dl‘P(ﬁ\)\)P(l"\)\) In %3] 21)
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En resumen

El teorema demostrado en 2018 nos dice que, para un modelo no canénico
en superestadistica, se tiene

2
((6B) >r)‘ > 0.
Existe una incerteza no nula sobre B ain cuando conocemos I exactamente.

Distancia = Contenido de informacion

La cantidad de informacion que I posee acerca de p esta dada por

P00 = (n pasaam) ), = (7 [Fip)) ), 20 @

y es soblo cero si A = By (esto es, si A es un modelo candnico a f = By).
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Ejemplo: particulas con distribucion kappa

Generalizamos la distribucién de Maxwell-Boltzmann para N particulas,

N exp (— Bki(v;)) mv?
P(vq,...,v =] —=—+—>% con kiv;)) = —~ 23
( 1 N‘ﬁ) E Zl(lB) l( l) 2 ( )
usando superestadistica con distribucion gamma de temperaturas inversas,
1 B (B
P(Blu, = ———exp|—— — . 24
b8 = iz (s (i) (24

Es decir, reemplazamos (23) por

N
Por,...,onlu s) = [ apP(Blu ps)[ ]

i=1

[exp ﬁk(vﬁ)]. (25)

Z1(B)

Por supuesto, sabemos que (23) se recupera para u — 0. Notemos ademas
que las velocidades ya no son independientes, sino correlacionadas.
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Ejemplo: particulas con distribucion kappa

Luego de integrar sobre 5 tenemos

1 a7

3 N 1 y
P(vy,...,on|u, Bs) = <Z1LE;35)> - (1;;1:23[) (1 + ups ﬁ;h(m))

donde 0 < u < 1/2. Introduciendo la funcién auxiliar [ ¢(z) :=zI'(z2) ]

con I’ (z) la funcién digamma, y luego de algo de célculo, llegamos a

1 3N 1 3N 1 1 3N
2w =r () -ar (35 vo (54 5) -0 (5) -7 |

Vemos que D no depende de la temperatura, s6lo de u y N.
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La distancia al equilibrio aumentaconuy N

1 3N 1 3N 1 1 3N
D(u;N) =1InT <u> —1InT <2+u> +¢ (2+ u) — ¢ <u> -

61 — N=10!
N = 10?2
5/ — N=103
— N =104
A4-
2
=
&3]
2.
1<
0 .
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Notemos que D(0; N) = 0 para todo N.
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Aproximacion asintodtica

D(u;N) ~ %m (3N) + % FInT(1/u) — p(1/u) —In2 — %(1 +in)

2.00
—— Exact expression

1.751 Asymptotic approximation

Esto permite construir una expresion independiente de N, a saber

D(u) := D(1;N) — %m(sN).
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Conclusiones

» Hemos presentado desde un nuevo punto de vista el teorema de
imposibilidad que niega la existencia de una temperatura inversa
observable B(T) en superestadistica (no canénica)

» Este teorema es equivalente a afirmar que existe una incerteza minima
no nula sobre 3 dado I excepto para el modelo canénico

» Lainformacién mutua D entre B y I tiene la forma de una distancia
superestadistica al equilibrio

» En el caso de particulas con distribucién kappa de velocidades, el uso de
x como medida de distancia al equilibrio puede justificarse, ya que para
N fijo, D es una funcion s6lo de u

» Queda por explorar definiciones mas generales de distancia al equilibrio,
validas mas alla de la superestadistica
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